Equazioni differenziali del primo ordine

Un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine é un’equazione che stabilisce un legame tra una funzione
incognita y = y(z), la sua derivata prima 3y’ = ¢/ (z) ed eventualmente la variabile indipendente x.
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Per esempio sono equazioni differenziali ordinarie del primo ordine: y' =sinz , y' =5y, ¢y’ +3y=Inz, vy + 4 =1

Una soluzione o integrale di tale equazione é una funzione (derivabile) y(x) tale che, sostituendo nell’equazione, al
posto di y, y(z) e al posto di ¢, y/(z), si ottenga un’identit4.
Per esempio y(z) = — cos x é una soluzione di ¢’ = sinx e y(x) = €5 é una soluzione di y’ = 5y.

Risolvere o integrare un’equazione differenziale, significa determinare 'insieme di tutte le sue soluzioni. Tale in-
sieme si chiama integrale generale.
L’integrale generale di un’equazione differenziale del primo ordine é costituito da infinite funzioni che dipendono da una
costante arbitraria c.
Per esempio l'integrale generale di y = sinz ¢ y(z) = [sinazdr = —cosz + ¢, mentre l'integrale generale di y' = 5y ¢
y(z) = ¢ €, infatti, come si pué verificare facilmente, la derivata prima di tali funzioni é sempre uguale rispettivamente
a sinx e 5y(x), indipendentemente dal valore di c.

Si chiama problema di Cauchy per un’equazione differenziale del primo ordine, il problema di determinare quali
soluzioni di tale equazione verificano una condizione iniziale del tipo y(zg) = a, con a € R.

Per esempio il problema di Cauchy {zl(:) s_inla? ammette come unica soluzione y(xz) = —cosz, infatti, utilizzando
lintegrale generale y(x) = — cos x 4 ¢ e imponendo la condizione iniziale, si ottiene il valore della costante ¢: 1 = y(7w) =
—cosm+c=1+c=c=0, dacui y(r) = —cosz.

Il problema di Cauchy z’(O:) iy?’ ammette come unica soluzione y(x) = 3e°®, infatti, utilizzando 'integrale generale
y(z) =c¢ 655‘T e imponendo la condizione iniziale, si ottiene il valore della costante c: 3 = y(0) = c €® = ¢ = ¢ = 3, da cui
y(x) = 3e°®.

Si pu6 dimostrare che, sotto condizioni molto generali, che riterremo soddisfatte per cié di cui abbiamo bisogno, il
problema di Cauchy ammette una ed una sola soluzione.

Equazioni differenziali del secondo ordine

Un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine é un’equazione che stabilisce un legame tra una fun-
zione incognita y = y(z), le sue derivate prima e seconda 3y’ = y'(z),y” (x) ed eventualmente la variabile indipendente x.
Per esempio sono equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine: y” =sinz , 3" +4y =0, y" + 2y + 3y = ¢e* ,

y”—i—%:l.

Una soluzione o integrale di tale equazione é una funzione (derivabile due volte) y(z) tale che, sostituendo
nell’equazione, al posto di y, y(z), al posto di ¢/, y'(x) e al posto di y”, y”(x), si ottenga un’identita.
Per esempio y(z) = —sinx é una soluzione di ¥ = sinz e y(z) = sin(2z) é una soluzione di y” + 4y = 0.

L’integrale generale di un’equazione differenziale del secondo ordine é costituito da infinite funzioni che dipendono da
due costanti arbitrarie cq, co.
Per esempio 'integrale generale di " = sinz si ottiene integrando una prima volta 3y’ = — cosz + ¢; e poi una seconda
volta y(x) = —sinz + ¢12 + c2, mentre U'integrale generale di y” + 4y = 0 é y(x) = ¢1 cos(2z) + cosin(2z), infatti se



nell’equazione y” + 4y = 0 si sostituisce y(x) e la sua derivata seconda y”(x) si ottiene un’identitd, indipendentemente
dal valore delle costanti ¢y e cs.

Si chiama problema di Cauchy per un’equazione differenziale del secondo ordine, il problema di determinare quali
soluzioni di tale equazione verificano delle condizione iniziale del tipo y(xo) = a, y'(x¢) = b con a,b € R.

Yy’ =sinz
Per esempio il problema di Cauchy ¢ y(0) =0 ammette come unica soluzione y(x) = — sin z + 2z, infatti, utilizzando
y'(0) =1
Pintegrale generale y(x) = —sinx + ¢1z + ¢2 e la sua derivata prima y’ = — cosz 4 ¢; e imponendo le condizione iniziale,
si ottengono i valori delle costanti ¢; e co: 0 = y(0) = —sin0+c10+ca =ca = 2 =0,1=9'(0) = —cos0+¢; =
—14c¢ = =2, dacuiy(x) = —sinz + 2z.
y'+4y=0
Il problema di Cauchy < y(0) =1 ammette come unica soluzione y(x) = cos(2z) — sin(2z), infatti, utilizzando
y'(0) = -2
lintegrale generale y(x) = ¢1 cos(2z) + c2 sin(2z) e la sua derivata prima y'(x) = —2¢; sin(2z) + 2¢2 cos(2z) e imponendo
le condizioni iniziali, si ottiene il valore delle costanti ¢; e ca: 1 =y(0) =¢1c080+ cesin0=¢; =>c¢; =1e —2=y'(0) =
—2¢18in0 + 2¢3 080 = 2¢2 = ¢o = —1, da cui y(z) = cos(2z) — sin(2z).

Si pu6 dimostrare che, sotto condizioni molto generali, che riterremo soddisfatte per cié di cui abbiamo bisogno, il
problema di Cauchy ammette una ed una sola soluzione.

Equazioni differenziali di ordine h € N

Definizioni e proprieta delle equazioni differenziali di ordine A > 2 si ottengono con un processo di generalizzazione
simile a quello con cui si passa dalle equazioni del primo ordine a quelle del secondo ordine. In particolare l'integrale
generale di un’equazione di ordine h é caratterizzato da h costanti arbitrarie e il problema di Cauchy da h condizioni
iniziali, quelle su y e le sue derivate fino all’ordine h — 1.

Per esempio y'V = y é un’equazione di quarto grado, le funzioni e®, e™*, cosx e sinx sono tutte soluzioni di tale
equazione, come si verifica facilmente calcolando le derivate quarte di tali funzioni.
L’integrale generale é y(z) = c1e® +cae ™% +c3 cos x +cy sin x, infatti y'V (z) = c1e® +coe ™% +c3 cos x+cy sinx. 11 problema

y"V =y
y(0) =0
di Cauchy ¢ 4'(0) =0 ammette come unica soluzione y(x) = e* — e™% — 2sinz. Infatti tenendo conto dell’integrale
y"(0)=0
y"(0) = 4

generale e delle sue derivate fino al terzo ordine:
y'(z) = c1e”—coe " —c3sinztcgcosw, Yy (v) = cre’+cae T —czcosz—cysinw, y"(x) = c1e”—coe” e sinw—cy cos,

le condizioni iniziali definiscono il seguente sistema lineare nelle incognite ¢y, ca, c3 € cq4:

0 =y0)=ci+ecz+cs (1)
0 =9y(0)=c1—catecy (2)
0 =y"(0)=c1+c2—cs 3)
4 =y"0)=c1—ca— 4 (4)

la cui unica soluzione é ¢c; =1, ca = —1, ¢3 =0, ¢4 = =2, da cui y(z) = e* — e~ * — 2sinz.



